Défis 1¢re Spé maths : suites — Thiaude P.

Défi Suites 01,

(u,,) est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r telle que
U9 =12 et uy5 = 42 :quevalentugetr?

Corrigé
La suite (u,,) est arithmétique donc : uy;s = u;o + (15 — 10) X r. Or, u s = 42 et
U9 = 12, donc:

30
42=12+5r(:>42—12=5r(:>30=5r(:>?=r(:>6=r

De méme, u;y = uy + (10 — 0) X r,or uyy = 12 etr = 6 donc:

12=uy+10x 6= 12=u+60=12-60 =uy © —48 =y,

Conclusion : ug = —48etr = 6.
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &Tb1
Groaphl Graph2 Groph3 n w
TYPE: SUITE() SUITE(n+2) g :éz
nMin=0 8 0
1u(n+1)Bu(n)+6 -
u(@)B8-48 11 18
= 12 24
f‘( 1) 13 30
I~wwvin+l)= 1Y 36
v(B)= ll_ 42
1= 16 48
win+l)= n=1S

Défi Suites 02

(u,) est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r telle que :
uz +uy +us =33 etug + ug = 35,5; quevalentugetr?

Corrigé

La suite (u,) est arithmétique de premier terme 1 et de raison r donc, pour tout

entier naturel n,ona:u, = uy + nr.

On obtient en particulier : uz = uy + 3r,uy = ug + 4r et us = ug + 57, donc:
Uz + Uy +Us = Uy + 31 +ug +4r +uy + 57 = 3uy + 12r

Or, uz +uy +us = 33,donc:

33
Bug +12r =33 & 3(up +4r) =33 S ug + 4r = S up +4r =11

De méme, on obtient : ug = uy + 8r et ug = uy + 9r, donc:

Ug +Ug = Uy +8r +ug +9r =2uy + 17r
Or, ug + ug = 35,5donc: 2uy + 17r = 35,5.
Uy +4r =11
2up +17r = 35,5
Enisolant uy dans la premiére équation : uy = 11 — 4r (%), puis en remplagant
dans l'autre équation, on obtient :
211 —4r)+17r=355©22—-8r+ 17r = 35,5 © 22 + 9r = 35,5

13,5
(:>9r=35,5—22(:>9r=13,5(:>r=T(:>r=1,5
Puis en remplagantdans (¥) :ug =11 -4x15=11-6 =5.

Il s’agit donc de résoudre le systeme : {

Conclusion:uyg =5etr =1,5.

ORMA OTT AUTO R RAD MP (]|[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP P
DEUXIEME CONDITIO AR APP SUR + POUR &Tb1
Graphli Graph2 Graph3 1. u
TYPE: SUITE( SUITE(n+2) 25
nMin=0 2 3
B~u(n+1)Bu(n)+1.5 2 i
u(9)BsS 2 155
EJ( 1)= ? 15.5
wvin+l)= 8 1?7
v(B)= 9 185
it 10 20
win+l)= n=0

Uz + Uy +us =95+ 11+ 12,5=33 vV etug + ug = 17 + 18,5 = 35,5 v

Défi Suites 03

Pour tout n € N, on pose :
5n+3

n+2
Etudier le sens de variation de la suite (u,,).

u, =

Corrigé
Soitn € N,ona:
5(n+1)+3 5n+3 5n+5+3 5n+3

Unt1 ~ Un n+3 n+2
5n+8 5n+3 (5n+8)(n+2) (5n+3)(n+3)

“Th+3 n+2 T (n+3)(n+2) n+2)(n+3)
_5n2+10n+8n+16 5n®+15n+3n+9

n+3)(n+2) n+2)(n+3)
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_5n2+18n+16 5n2+18n+9

T (n+3)(n+2) T m+2)(n+3)
_ 51 +18n+ 16 — (5n° + 18n + 9)

n+2)(n+3)
_5n2+18n+16—5n2—18n—9

n+2)(n+3)
7

“m+2)(n+3)
Onadonc:
7

“(n+2)(n+3)
or,n+2>0,n+3>0donc(n+2)(n+3) >0etcomme?7 > 0onen
déduit :

vneNu,;.1 —u,

——— >0

n+2)(n+3)
On en déduit que : Vn € N, u, .1 — u, > 0 donc la suite (u,) est (strictement)
croissante.

DTy Pour tout n € N, u,, = n®> + n + 1.

¢ (u,) est-elle arithmétique, géométrique, ni I'un ni l'autre ?

¢ la suite (u,,) est-elle croissante, décroissante, ni I'un ni I'autre ?

¢ a 'aide d’un programme Python déterminer le plus petit entier naturel n tel
que:u, > 1000

Corrigé
¢ nature de la suite (u,,)
Uy =0*+0+1=1u, =1*+1+1=3,u, =2*°+2+1=7
D'unepart,ona:u; —uy=3—1=2etu, —u; =7-3 =4.
On constate que u; — Uy # U, — Uy donc la suite (u,) n'est pas arithmétique.
D’autre part,ona :

u 3 u, 7

Uy 1 € uq 3

U U . , , Y
On constate que o * . donc la suite (u,) n’est pas géométrique.
0 1

Conclusion : la suite (u,,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

¢ sens de variation de la suite (u,,)
Soitn € N,ona:
Ui —Up =M+ 1?2+ (n+1D+1-n2+n+1)
=n*+2n+l1+n+1+1-n>-n—-1=2n+2
Onadonc:Vn € N,u,.1 —u, =2n+ 2.
Or, 2n + 2 > 0 donc on en déduit que : u, 1 — u, > 0.
Pour toutn € N, u, .1 —u,, > 0 donc la suite (u,) est (strictement) croissante.

* plus petit entier naturel n, tel que : u,,, > 1 000

def u(n:int): 222
return n**24+n+1 n 0= 32

n=0

while u(n)<1000: On obtient ny = 32.
n=n+1

print("n_0=",n)

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP nNORHﬂL FLOTT AUTO REEL RAD MP
APP SUR + POUR &Tb1

Grophl Graph2 Groph3 I uin)
TYPE: SUITE(n+1) SUITE(n+2) ;g ;gg
nMin= gg gy
1
~u(n)Bn+n+l 30 931
31 993
u(e)a 1057
u(l)= ga 1133
- - 1191
\(’é')’,)_ 35 1261
v = 36 1333
v(l)=
n=32
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DI On pose up = 12 et pourtoutn € N :

Upt1 = §un +2
1. Déterminer u, et u,.
La suite (u,,) est-elle arithmétique, géométrique, ni I’un nil'autre ?
2. Pourtoutn € N, on posev,, = u,, — 3.
a. Calculer v,.
b. Montrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

3. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).

Corrigé

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP

DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE
Graphi Graph2 Graph3 1 u
TYPE: SUITE(») SUITE(n+2) éz
nMin=0 2 -

Bwu(n+1)B1/3%u(n)+2 g it
u(f)Bg1z 2 3.03;3

= .01

E‘( 1) ? 3.0041

i-wvin+l)= 8 3.0014
v(B)= 9 3.0005
v(1)= 10 3.0002

~win+l)= n=0

1
ug =12 etpourtoutn € N, u,,,.; = gun + 2.

1. Déterminer u, et u,.
La suite (u,,) est-elle arithmétique, géométrique, ni I’un nil'autre ?

*uU —Uy=6—12=—6etu; —u; =4—6=—-2doncu; — Uy FuU, — Uy
par conséquent la suite (u,,) n’est pas arithmétique

uq 6 1 U, 4 2 uq U, } .
. u_o =15=3 et u_1 =z=3 donc u_o * u_1 par conséquent (u,) n'est pas

géométrique
Conclusion : la suite (u,,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

2. Pourtoutn € N, on posev,, = u,, — 3.
a. Calculer v,.
U0:u0_3:12_3:9

b. Montrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
Soitn € N,ona:

1 1 1
Un+1_un+1—3_§un+2_3_§un_1_§(un_3) 1
v, up,—3  up,—3  u,—-3  u,—3 3

Vnyr 1 1 .
=3 et gest une constante donc la suite (v,,) est

Pourtoutn € N,
Un

1
géométrique de raison §

c. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.
Soitn € N.
La suite est géométrique donc :

1Tl
vn=v0><q”=9x<§>

Or, v, = u, — 3donc: v, + 3 = u,, autrement dit : u,, = v,, + 3.

On en déduit :
n

un=9><<§> +3

Conclusion :

1\" 1
VnEN,vn=9><<§> etun=9><<§> +3

Pour n = 2, cette formule donne :
2

1 1
1&=9X(§ +3=9x5+3=1+3=4

ce qui est en accord avec la copie d’écran précédente.

Soitn € N,ona:

Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
n+1
Ups1 — Uy =9 X <_>

1Tl
3—- 9><<—) 3
) +3-(9x(5) +3)
-9x(1)”x(1)1+3 ox(2) —3=9x(2) xi-9x(2) x1
B 3 3 3 B 3 3 3

n n

o () ] x (9 -2 1)
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17’1.
=—6)(—=

3n 3n
Onadonc:
6
vneNu,.1 —u, = 3
6
Pourn = 1 cette formule donne : u, —u; = — Fre -2
cequiestenaccordavec:u, —u; =4 —6 = —2.

6
Or,3">0et6>0donc: — I < 0, par conséquent : U, .1 —u, <0.
Ona:vVn € Nyu, .1 —u, < 0donc (u,) est (strictement) décroissante.

Défi Suites 06

Soit (u,,) la suite arithmétique de premier terme uy = 1 et de raisonr = 4:
calculer § = ugy + uq + -+ + usgp.

Corrigé
La suite (u,,) est arithmétique donc, d’apres le cours :
(uo + u50) x 51

u0+u1+---+u50=

2
Or,ug =1letugg=uy+(5B0—-0)xr=1+50x4=1+200 = 201.
Donc:
S_(1+201)><51_202><51

2 2
Conclusion: S = 5 151.

Défi Suites 07,

Calculer: S =10+ 15+4+20+25+:--4+ 10 000.

=101 x51=5151

Corrigé
S est la somme des premiers termes d’une suite arithmétique de premier terme
Uy = 10 et de raison r = 5. Déterminons p tel que : u,, = 10 000.
Ona:u, =uy+pXxXr (Cours)
Or,uy = 10,7 = 5etu, =10 000, donc:
9990
10000=10+p><5@10000—10=5p(:>T=p(:>p=1998
Onadonc:S =ug + -+ Uqgog-
Or, (u,) étant arithmétique, d’apres le courson a :

(uo + u1998) X 2 000
2

Up -+ Ugggg =

Or, uy = 10 et u;99g = 10 000 donc:
(10 + 10 000) x 1999

Uy + -+ U199 = 2 = 10004 995
Finalement: S = 10 004 995.
Défi Suites 08
Soit (u,,) la suite définie par son premier terme uy = —4 et pour
toutn EN:
u,+6
u =
T, + 2

1. Déterminer la nature de la suite (u,,).
Pour tout n € N on pose :

Uy —2

Cu,+3

a. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique, préciser sa raison et son
premier terme.

Un

b. Exprimer v,, en fonction de n.

3. Exprimer u, en fonction de n.

Corrigé
1. u0=_4
Uug+6 —4+6 2
u1= = =—=—1
U +2 —4+2 =2
u;+6 —-14+6 5
U, = = =—=

w42 —1+2 1
Ona:u;, —u; =—-1—(—4)=3etu, —u; =5—-(-1) =6.
On constate que u; — Uy # U, — uq donc (u,) n'est pas arithmétique.
uq -1 1 U, 5
= —=—ft—=—=
uy -4 4 u -1
1

u u
On constate que - * u—z donc (u,) n’est pas géométrique.
0 1

=5
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2.

3.

a. Soitne€N,ona:

U, +6 U, +6 2(u, +2)

o tnyi 2 un+2_2 U2 u, 2
M i 3 +6+3 T Uy 6 3, +2)
+2 Uy +2 ' u,+2
un+6—2(un+2) U, +6—-2u, -4 —u,+?2
_ Uy +2 _ Uy +2 _ up+2
T U, +6+3Wu, +2)  u,+6+3u,+6  4u, +12
U, + 2 Uy +2 U, +2
_—un+2>< up+2  —upy+2  —(u,—-2) 1 un—Z
S up+2 4, +3) 4, +3) 4(u,+3) 4 un+3
1
:_van
1 1 .
Pourtoutn € N, v, ., = — " X v, est — " est une constante donc la suite

. . 1
(vy,) est géométrique de raison : — "

b. Ona:
_w—2_—4-2_ =6
T e +3 —4+3 -1

Ona: v, = vy X q" (Cours).

1 1n\"
Orv0=6etq=—Z,donc:vn=6x(—z) .

1 n
PourtoutneN,ona:vn=6x(—z) .

Soitn € N,ona:
U, — 2
U, +3

Vp =

Donc:
v (up +3) =u, — 2
VplUy + 30, =u, — 2

UpVp — U, = —2—3v,
u, (v, — 1) = -2 —3v,
—2— 3y,
Uy =——
"oy, -1
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2+ 3v,

u =
R B

En utilisant v, en fonction de n on obtient :

_2+3x6x(—%)

n

Conclusion :
n
2+18 (—%)
vn e Nu, = G
1-6(-3)
Vérification

Pourn = 0, cette formule donne :
0

_2+18(—%) _2+18_2_

Pourn = 2, cette formule donne :

1\2 1 32 18 50
2+18(—Z) C2+18X{¢ Te+ie Tg 50
U, = > = =—=—X
1 _ey 1l 7166 10 16
1-6(-3z) 176X T~ 16 16

Les deux résultats sont conformes aux valeurs de u, et u,.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DEUXIEME CONDITION SI NECESSRIRE APP SUR + POUR &Tb1

Graphli Graph2 Groph3 i w

TYPE: SUITE(») SUITE(n+2) j';

nMin=0 2 5

. W(n)+6 11

Wt DB 2 i 3

u(®)B-4 y 53

u(1)= o
Bvin+l)= 5 103

v(@)=

v(l)= .
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Défi Suites 09

Chaque année la population d’un ville a la campagne diminue de
5% mais a la fin de 'année 100 nouveaux habitants viennent s’y
établir. Il y a 1600 habitants dans cette ville au 1°" janvier 2 020.
Pour tout n € N on note u,, le nombre d’habitants au bout de n

années ; ainsi up = 1 600.
1. Justifier que, pourtoutn € N,u,,,.; = 0,95u,, + 100.
2. Pourtoutn € N, on pose:v,, =u, —2 000.
a. Calculer v,.
b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser
sa raison.
c. Exprimer v,, en fonction de n.
3. Exprimer u, en fonction de n.
4. Démontrer que le nombre d’habitants ne va jamais décroitre.
5. Démontrer que le nombre d’habitants ne dépassera jamais
2 000 habitants.

Corrigé
1. Justifier que, pourtoutn € N,u,,,.; = 0,95u,, + 100.

Soitn € N. On se place n années apres 2020 : il y a u,, habitants.

La population va ensuite diminuer de 5% donc on va perdre 5% de u,
habitants soit 0,05 X u,, habitants, mais a la fin de 'année 100 nouveaux
habitants vont arriver donc la population va augmenter de 100 habitants.

L'année suivante, on aura donc un nombre d’habitants égal a :

U, — 0,05u, + 100 = u,, (1 — 0,05) + 100 = 0,95u,, + 100

Autrement dit : u,+1 = 0,95u,, + 100.
On adonc bien: vn € N,u,,1 = 0,95u,, + 100.

2. PourtoutneN,v, =u, —2000.
a. Calculer v,.

Vo =uUg— 2000 =1600— 2000 = —400.
Conclusion : vy = —400.

b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.

Soitn € N,ona:
Upt1  Unt1 = 2000 _ 0,95u,, + 100 — 2 000 _ 0,95u,, — 1900

v,  u,—2000 u, — 2 000 u, — 2 000
1900
095 (un ~T95) _ 095(u, —2000) _
© w,—2000  wu,—2000
Pour toutn € N, VZH = 0,95 et 0,95 est une constante donc
n

(v,,) est géométrique de raison 0, 95.

c. Exprimer v, en fonction de n.
Soitn € N.
v = Vg X q" (Cours)
Or, vy = —400 et g = 0,95 donc v, = —400 x 0,95™.
Conclusion : pour toutn € N, v,, = —400 x 0,95,

Exprimer u,, en fonction de n.

Soitn € N.

Ona:v, =u, —2000doncu, =v, +2000.

Or, v, = —400 x 0,95™ donc u,, = —400 X 0,95™ + 2 000.
Conclusion : pour toutn € N,u,, = —400 x 0,95™ + 2 000.
vérification

La formule précédente donne : u, = —400 x 0,952 + 2 000 = 1 639

ce qui est conforme a ce que la calculatrice détermine directement :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP i
APP SUR + POUR &Tb1

uw

1600
1620
1639
1657.1
1674.2
1690.5
17606
1720.7
1734.6
1747.9
1760.5

oMW o
@ =

3
Il
N
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Etudier le sens de variation de la suite (u,,).

Soitn € N,ona:

Un+1 — Un

= —400 X 0,95"*1 4+ 2 000 — (—400 X 0,95™ + 2 000)
= —400 % 0,95™ x 0,95 + 2 000 + 400 x 0,95™ — 2 000
= —400 x 0,95™ x 0,95 + 400 x 0,95" x 1

=400 x 0,95"(—0,95 + 1)

= 400 x 0,95™ x 0,05

=400 x 0,05 x 0,95™

=20 x 0,95™

Onadonc:vn € N, u,, 1 —u, =20x0,95™

Soitn € N,ona: 20> 0et0,95" > 0donc 20 X 0,95" > 0

On en déduit que : Vn € N,u,, .1 — u,, > 0 donc la suite (u,,) est croissante.

On en déduit que le nombre d’habitants va toujours aller en augmentant,
donc qu’il ne va jamais décroitre.

Démontrer que le nombre d’habitants ne dépassera jamais 2 000.
Soitn € N.

Ona:u, — 2000 =—-400x0,95" + 2000 — 2000 =—-400 x 0,95"
Or: —400 < 0 et 0,95™ donc : —400 X 0,95" < 0 autrement dit :

u, — 2000 < 0, ouencore: u, < 2000.

Le nombre d’habitants ne dépassera donc jamais 2 000.

Corrigé
(un) ARITH, uy = 3, raison =0,2

e Calculons S, :
2

So=ug+u +u; = Euk
k=0

Or,uy =uy+02=3+02=32etu, =u;+02=32+02=34

donc:S, =3+32+3,4=09,6.

Conclusion: S, =9, 6.
e Pour tout entier naturel n, S,, la somme des termes de (u,) de ug a u,,

Montrons que : S, = 0,1n% + 3,1n + 3.

La formule de la somme des premiers termes d’une suite arithmétique donne :
Mo+ o, = (up + un)zx n+1)

Or,ug =3etu, =uyg+nxr=3+nx0,2=0,2n+ 3, donc:

B+02n+3)(n+1) (O2n+6)(n+1) 2(0,In+3)(n+1)
Sn = = =
2 2 2
=00,1n+3)(n+1) =0,1n>+0,In+3n+3 = 0,1n*+ 3,1n + 3.

Onadoncbien:vneN,S, =0,1n? + 3,1n+ 3.
Pour n = 2 la formule précédente donne

S, =01%x(2)2+4+31%x2+3=01%x4+62+3=04+62+3=96
on retrouve bien le résultat obtenu au premier point

Défi Suites 10,

. . . - . . Déterminons le pl it entier naturel I I mm rmes de la
Soit (u,,) la suite arithmétique de raison 0, 2 et de premier terme uy = 3 éterminons le plus petit entier naturel no tel que la somme des te

o Calculer: S, = uy +uy +uy suite (u,) de uy a u, dépasse 1 200.2
e Pourtout nn € N on note §,, la somme des termes de (u,,) de ugau,: Résolvons dans R Iinéquation : 0,1x" + 3,1x + 3 > 1 200.
n Elle s’écrit aussi : 0,1x* + 3,1x + 3 — 1 200 > 0, c’est-a-dire :
Sn=u0+~-+un=2uk 0,1x* +3,1x — 1197 >0
k=0 0,1x* + 3,1x — 1 197 est de la forme ax? + bx + caveca = 0,1,b = 3,1 et

Démontrer que, pourtoutn € N, S,, = 0, 1n?% +3,1n + 3. ¢ = —1197 de discriminant :

En déduire le plus petit entier naturel ny pour lequel la somme A = b? — 4ac = 3,12 — 4(0,1) (=1 197) = 488,41

des termes de la suite (u,,) de uy a u,, dépasse 1 200. VA =221

A > 0donc 0,1x? 4+ 3,1x — 1 197 admet deux racines réelles distinctes :
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—b—VZ_—&l—zzl

= = =-12
1 2a 2(0,1) 6
—-b++JA -31+221
2a 2(0,1)

On en déduitque pour 0 < n < 950na:S, <1200etpourn >96,ona:

S, > 1200 doncng = 96.

Défi Suites 11

Soient a et b deux constantes réelles et (u,,) la suite définie par son
premier terme u, et pour toutn € N, u, .1 = a X u, + b.

1.

Dans cette question, on suppose a = 1.
Déterminer la nature de (u,) puis exprimer u,, en fonction de
n et u,.
Dans cette question, on suppose a # 1.
a. Montrer que I'équation x = ax + b admet une unique
solution.
Dans toute la suite, on note c cette solution.
b. Pourtoutn € N, on pose v, = u, —c.
Montrer que la suite (v,,) est géométrique, exprimer v, en
fonction de n, u, et c. En déduire u, en fonction de n, uy, a et b.

Corrigé
Uy donné, pourtoutn € N, u,.y =axXu, +b

1.

a=1

¢ nature de la suite (u,,)
Soitn € N.
a=1ldoncuy,y1 =1Xu,+b=u,+0>b.

=u,+b—u, =>b.

Onadonc:Vn € N,u,,,; —u, = b et b est une constante donc (u,,) est
arithmétique de raison b.

Dol:uUyeq — Uy,

¢ expression de u,, en fonction de n et u,
Soitn € N,ona:u, =uy+nXr (cours),orr =b,doncu, =uy+ br.
Conclusion: Vn € N, u,, = ug + br.
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2. a+1

a. Remarquons d’abordquea # 1donc1l —a # 0.
Pour a # 1 on a les équivalences :

x=a><x+b(:>x—ax=b(:>x(1—a)=b(:>x=1

Donc I'’équation de départ admet une unique solution :

b
1-a

CcC =

b. vneNv,=u, —c¢
Montrons que la suite (v,,) est géométrique.
c est solutionde x = ax + bdoncc = ac + b ().
Méthode 1 (rédaction acceptée en premiére)
Soitn € N,ona:

Pourtoutn € N,

Un+1

vn
_un+1_c
Cu,—c
au, +b—c

U, — ¢

+b—(ac+b
_ auy (ac ) (en utilisant (x))
U, — ¢

au, +b—ac—>b

U, — C
au, — ac
U, — C
a(un —¢)
U, — C
=a
Un+1

Un

géométrique de raison a.

Méthode 2
Soitn € N,ona:

Vp41 = Upsqp —C =au, + b —(ac+b) = au, + b —ac—b = au, — ac

=a(u, —c) =av,

—a

= a et a est une constante donc la suite (v,) est



Onadonc:Vn € N,v,,1 = a X v, et a est une constante donc la suite (v,)
est géométrique de raison a.

¢ v,, en fonction de n et u, puis u,, en fonction de n et u,

Soitn € N.

(vy,) est géométrique donc v, = vy X q™ (cours)

Or, vy =uy—cetq =adonc: v, = (uyg—c) xa™

Conclusion: Vn € N, v, = (ug — ¢) x a™

Or, v, = u, —c,donc: u, = v, + c. Avec |'expression de v,,, on obtient :
vneNu, =(uy—c)xa™+c¢

b
Or, c =1— donc:

VneN,un=(u0— )xa”+

1—a 1—a

Défi Suites 12

Soit (u,,) la suite définie par son premier terme uy = 1 et pour
tout entier naturel n :
4+u,

5—-u,

Upy1 =

1. Calculer u, et u;, en déduire la nature de la suite (u,,).
2. Pourtoutn € N on pose :

a. Calculer v, v et v5, émettre une conjecture sur la nature
de la suite (v,,).

b. Démontrer cette conjecture.

c. Exprimer v, en fonction de n.

3. Déduire de 2.c. que pour tout entier natureln,ona:
_ 2n+3

u, =
" n+3

4. Démontrer que la suite (u,,) est strictement croissante.

5. Démontrer que, pourtoutn € N, u,, < 2.

6. Alaide d’un programme Python , déterminer le plus petit
entier naturel n, tel que : u,,, > 1,99.

Corrigé
let vneN At
Ug=1e€ n yUpy1 =
n 5—u,
1. Calculer uq et u,.
44u, 4+1 5
u, = = —_——
1 5_u0 _1 4

5

5 21

R G m 4 3xgxs 7
15

= — X = =
2 4 715 4x5x3 5

5 =
-1 7
La suite (u,,) est-elle arithmétique, géométrique, ni I'un ni l'autre ?

Onad’une part:

Uy —Ug =

28 25 3

(RN NS, |
NI,
NN
|-

—1=
5
U — U = —_—_= =
2 75 4720 2005
On constate que u; — Uy # U, — U, donc (u,,) n"est pas arithmétique.

D’autre part,ona:

5
Wi_3_>
u, 1 4
7
Y2 5 _7 4_7x4 28
u;, 5 575 5x5 25
4

U  Up , , -
On constate que : - * o donc (u,) n’est pas géométrique.
0 1

2. Pourtoutn € N on pose :

a. Calculer v, v et v,, émettre une conjecture sur la nature de la
suite (v,,) puis démontrer cette conjecture.

1 1 1
T w21 1
11 11 4
MT2-w T, 378 57373
4 4 4
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1
v, = ! = t __1 = l = E la suite (v,,) est arithmétique de raison —.
2-u; ,_7 10_7 3 3 3
> 5 5 5 c. Exprimer v,, en fonctionden
Vérification ' P n ' .
NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n | Soitn € N,on:v, =vyg+nXr (cours),orvy=1etr ==,donc:
DEUXIEME CONDITION SI NECESSARIRE 3
Grophl Graph2 Graph3 v 1
TYPE: SUITEG) SUITE(7+2) : v, =1+ §Tl
nMin=0 3 lusion :
1u(n+1)B(4+u(n) )/ (5-u(n)) 5 Conclusion:
u(0)E1 : 3+n
u(1)= 7 VneN,vn—T
1w+ By 3
v(0)8 3. Exprimer u, en fonction de n.
Wy n=0 Soitn € N,ona:
1
V. =
Ona: To2- Un
4 4 3 1
v — U = ——]l=———=— _=2_un
T3 33 3 o
5 4 1 " 1
Vy— V| ==—=== =2-—
27173733 " o
. ] 1 3
On peut émettre la conjecture « (v,,) est arithmétique de raison 5 » U, =2-— T+ 7
b. Soitn €N,ona: " _2(3+n)_ 3
1 1 1 1 " 3+n  3+n
Vpei — Up = - = - _
n+1 n 2 —Upny 2-u, 2_4+un 2 —u, u :6+21’l 3
5-— U, n 3+n
1 1 1 1 2n+3
= —_— = —_ u =
25—uy) 4+u, 2—u, 10—2u,—G+uy) 2—u, " n+3
5—-u, 5—-u, 5—-u, Conclusion :
_ 1 1 5-uy, 1 N 2n+3
T 6-3u; 2-u, 3Q2-u,) 2-u, vneENu, =———
5—-u,
5—u, 3x1 5—u, —3 4. Démontrer que la suite (u,) est strictement croissante.
= 3(2 —uy) - 3(2 —up) = 32— uy) premiere méthode : utilisation du sens de variation d’une fonction
2—u, 1xQ2-u, 1 Soit f définie sur [0; +oo[ par:
“32-w,) 3x2-u,) 3 f(x)=2x+33
1 1 x +
vn €N, v,,1 — v, =— et —estune constante donc:
3 3 uy' uv—v'u
Rappel : (—) =—
v v
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2(x+3)—1(2x +3)

f'x) =

(x + 3)2
,()_2x+6—2x—3
=32
L3
f0d =553

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur : 3, on en déduit que : Vx € [0;+oo [, f'(x) > 0 donc f est
strictement croissante sur [0; +oo].

Soitn € N.

netn + 1appartiennenta [0; +oo [, or f est strictement croissante sur cet
intervalle donc elle conserve strictement le sens de la relation d’ordre sur cet

intervalle:onan <n+ ldonc f(n) < f(n+1).
Oor,f(n) =upetf(n+1) = uyyq donc: uy < Upgq.

Pour tout n € N, u,, < uy,4, donc (u,) est strictement croissante.

deuxieme méthode : sighe de u, .1 — Uy,

Soitn € N,ona:

Upt1 — Up
_2m+1)+3 2n+3

n+1+4+3 n+3
_2n+5 2n+3

n+4 n+3
_(@n+5)n+3) (2n+3)(n+4)

T m+4)m+3) (n+3)n+4)

_2n2+6n+5n+15 2n* +8n+3n+12

T m+3)(n+4) (m+3)(n+4)
2n+11n+15 2n2+11n+12

T m+3)(n+4) n+3)n+4d)
2n®*+ 11n+ 15— (2n? + 11n + 12)

- (n+3)(n + 4)

3
T m+3)n+4)

0r,n+3>0,n+4>0,(n+3)(n+4)>0,3>0donc:—(n+3)(n+4)

vn € N, u,,q — u, > 0donc (u,) est strictement croissante.

Démontrer que, pour toutn € N, u,, < 2.
Soitn € N,ona:
_2n+3 2(n+3) _2n+3 2n+6 2n+3-(2n+6)

—2= - = - =

Un n+3 n+3 n+3 n+3 n+3
_2n+3—2n—6_ -3

B n+3 “n+3

-3
n+3>0et—3<0donc — <0
n+3

u, —2<0donc:u, <2.
Conclusion:¥n € N, u,, < 2.

A I'aide d’un programme Python , déterminer le plus petit entier naturel
n, telque:u,, > 1,99.

U=1

n=0

while U<1.99:
U=(4+U)/(5-U)
n=n+1

print("n_0=",n-1)

On obtient alors : n_0=297.

Conclusion : ng = 297.

Vérification
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP §
APP SUR # POUR MODIF FONCTION APP SUR # POUR MODIF FONCTION
n u n u

290 1.9898 290 1.9898

291 1.9898 291 1.9898

292 1.9898 292 1.9898

293 1.9899 293 1.9899

29y 1.9899 29y 1.9899

295 1.9899 295 1.9899

296 KN 296 1.99

297 1.99 297

298 1.99 298 1.99

299 1.9901 299 1.9901

300 19904 300 1.9904
u(296)=1.989966555184 u(297)=1.9900000000001
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Défi Suites 13 3. Pourtoutn € N, on pose:v,, = u, —2n-.
Soit (u,,) la suite de premier terme uy = 7 telle que pour tout entier a.

natureln:u, .1 =u, +4n+>5.

1. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
2. Calculer uq et u,.
3. Pourtoutn € N, on pose : v,, = u,, — 2n°.
a. Calculer vy, v4, V5. Emettre une conjecture sur la nature
de la suite (v,,) puis démontrer cette conjecture.
b. Exprimer v,, en fonction de n.
c. Exprimer u,, en fonction de n.

Corrigé
u=7etvneNu,;1 =u, +4n+5
Avec la calculatrice

1. Sens de variation de la suite (u,,)
Soitn € N.
Ona:upsys — Uy =uUp, +4n+5—u, =4n+5.
Or,meNdonc:4n+5>0
Pour tout n € N, u,,,1 —u, > 0 donc (u,) est strictement croissante.

2. Calculer uq et u,.
U =uy+4(0)+5=7+5=12
U, =u; +4(1)+5=12+4+5=21

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE

Graphl Graph2 Graph3

TYPE: SUITE(») SUITE(n+2) Iz ; 3 b

nMin=0 2 21 13
Bu(n+1)Bu(n)+4n+S ?, g: ig

u(B)ga7 5 72 22

= 6 97 25

u(1)=m 5 7 126 28
-v(n+1)Bu(n+l1)-2(n+l) 8 159 31

v 10 237 3?

v(l)=

n=0

2

Calculer vy, v4, V5.

Vo =1uy—2(0)2=7-0=7

vy =u; —2(1)2=12-2=10

vy =u, —2(2)?=21-2%x4=21-8=13
Ona:vi—vyg=10—-7=3etv,—v; =13 -10 = 3.
On émettre la conjecture : « (v,,) est arithmétique de raison 3 ».
Soitn € N,ona:

Vn+1 — Un

=Upy —2(n+1)? — (u, — 2n?)
=u,+4n+5-2(n%+2n+1) —u, + 2n*
=u,+4n+5-2n2—4n—2 —u, + 2n?

=3

Pourtoutn € N, v,,.; — v, = 3 et 3 est une constante donc la suite

(v,,) est arithmétique de raison 3.

Exprimer v,, en fonction de n.

Soitn € N,ona: v, =vy+nr (cours),orvy=7etr=3
doncv, =7+ 3n.

Conclusion:vYn € N,v,, =3n+ 7.

Exprimer u,, en fonction de n.

Soitn € N.

Ona: v, = u, — 2n? oronamontréenb. que v, = 3n + 7,
donc 3n + 7 = u, — 2n?, autrement dit : 3n + 7 + 2n% = u,,.
Conclusion:Vn € Nyu, = 2n*+3n+7.

Vérification
Pourn = 2, la formule précédente donne :
U, =222 +3Q2Q)+7=2%x44+6+7=8+6+7=21V
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Défi Suites 14

Démontrer que, pourtoutn € N,ona:
C nn+1)
.
2
k=0

nn+1)
2

autrement dit, que :

0O+1+--+n=

Corrigé
Posons S =0+ -+ netpourtoutn € N, u, =n.
Onadonc:S =ug+uq + -+ uy.
Démontrons que la suite (u,,) est arithmétique.
Soitn € N,ona:
Upp1— U, =n+1—n=1
Pourtoutn € N, u, 41 —u, = 1 et 1 est une constante donc (u,) est
arithmétique de raison 1.
Donc, d’apres le cours :

(ug+u,)xmn+1
u0+~--+un= 0 n2 ( )

Or,uy =0etu, =ndonc:

O+n)xn+1) nn+1)
u0+"'+un: =

On a donc bien:

Défi Suites 15

Pour tout n € N, on pose :

n
s, = 2 K?
k=0

autrement dit: S, = 0°+ 12+ .-+ n?
1. Calculer S4, S, et S;.

2. Pour tout réel x on pose f(x) = ax® + bx* + cx ou a, b et ¢ sont trois
constantes pour lesquelles : f(1) =1, f(2) = 5 et f(3) = 14.
a. lJustifier que:

a+b+c=1
8a+4b+2c=5
27a+9b + 3c =14

Déterminer les valeursde a, b et c.

, X
b. Ecrire f(x) sous la forme %) ol g(x) est un produit de trois facteurs
du

premier degré a préciser.

3. On considere la suite (u,,) telle que :

nn+1)2n+1
vn e, = 20 D@D

a. Justifier que: uy = .
b. Démontrerque:vn € N,u,,.; = u, + (n+ 1)
et justifierque:Vn €N, S,.; =S, + (n + 1)2.

Conclusion

Les suites (S,,) et (u,,) ont leurs premiers termes respectifs égaux et
elles obéissent a la méme relation de récurrence donc elle sont égales,
par conséquent :

n
+1)(2n+1
VnEN,EkZ :n(n )( n )

6
k=0

autrement dit :
_nn+1)(2n+1)

6

0%+ +n?
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Corrigé

n
VvneN,S, =0 +1*+ - +n’*= zkz
k=0
Calculer S, S1, S, et S;.
Sg=0% §=0412=12 S5, =024+12+22=5
S3=0*+1*+2*+3>=14
VXER, f(x) =ax3+bx*+cx, f(1)=1,f(2) =5et f(3) = 14

a. lJustifier que:

a+b+c=1
8a+4b+2c=5
27a+9b + 3c = 14

vx €ER, f(x) = ax® + bx? + cx donc:

ef(M)=a(1)®+b(1)?+c(1)=a+b+c
Orf(1)=1donc:a+b+c=1(x).

e f(2) =a(2)® +b(2)? +c(2) =8a+4b + 2c
Or f(2) = 5donc:8a + 4b + 2c = 5 ().

e f3)=aB)2+bB3)2+c(3) =27a+9b + 3c
Or f(3) = 14 donc: 27a + 9b + 3¢ = 14 (xxx).

Il résulte de (), (%) et (x**) que :

a+b+c=1
8a+4b+2c =5
27a+9b + 3c = 14

Isolons ¢ dans la premiére ligne : ¢ = 1 — a — b puis remplacons dans les

deux autres lignes du systéme :
{8a+4b+2(1—a—b)=5 {6a+2b=3
27a+9b+3(1—a—-b) =14 24a +6b =11

En multipliant par 4 la premiére ligne et par 3 la deuxiéme ligne, on
obtient :

{2461 +8b =12
24a+6b =11

1
puis par soustraction : 2b = 1 autrement dit: b = E
En remplagant dans : 6a + 2b = 3, on obtient :

6a+1=3(:>6a=2(:>a=§

Puis en remplacantdans:c = 1 — a — b, on obtient :
1 1 6 2 3 1

Finalement :

Vérification

MORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

1 T
1sp:isB:dsc

AT

R+B+C
SO SO U UUUUUTOTSPURTOTSTUUUUUOTE 3
8R+4B+2C
SO OO UTOTOPUOTOTOTSUUUUONt =3
27R+9B+3C

14

, X
Ecrire f(x) sous la forme %) ol g(x) est un produit de trois facteurs

du premier degré a préciser.
Soitx E R,ona:

f(x)=ax3+bx2+cx=1x3+1xz+1x=2—X3+3—xz+f
3 2 6 6 6 6
2 +3x% +x  x(2x* +3x +1)
- 6 - 6
2x*> 4+ 3x + 1 estde laforme ax? + bx + caveca=2,b = 3etc =1,

de discriminant A = b? — 4ac = 32 —4(2)(1) =9 -8 = 1.

A > 0donc 2x? + 3x + 1 admet deux racines réelles distinctes :
_—b—vA -3-4Y1 -3-1 -4

= = = __=_1
1 2a 2(2) 4 4

_—b+vA -34+41 -3+41 -2 1
2T T T2 4 4 T2
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Donc, pour tout réel x :
1
2x*+3x+1= 2(x+1)(x+§>
ouencore: 2x*+3x + 1= (x + 1)(2x + 1).

On a donc, pour tout réel x :

Flx) = x(x+1)(2x+1)

6

3. Pourtoutn € N, on pose :

a.

nn+1)2n+1)
n =
6
Justifier que : up = S
0(0+ 1)(2(0) + 1)

0 et Sy, = 0% = 0,donc: ug = S,.

b. Soitn €N,ona:

ina J_r Y;l((n +D+DRE+D+1) nnr+1DEn+1)
_ n+ 1D+ 2)(2761 +3)—n(n+1)(2n+1) °

_ (n+ D[N+ 2)2n +63) —n(2n + 1)]

_ (n+1)(2n2+3n-?-4n+6—2n2—n)
_(m+1)(6n+6) °

_ (n+ 1)6>< 6(n+1)

=+ 1)26

Onadoncbien:Vn € N,u,,; = u, + (n + 1)2.

D'autre part: Spqp1 = 024+ 1% + . +n? + (n + 12
Or,02+1%+--+n%2=5,donc:S,41 =S, + (n + 1%

Onadoncbien:Vn €N, S, =S, + (n+1)2

Défi Suites 16|

Pour tout n € N, on pose :

n
k=0

Déterminer les valeurs de S, et S3 puis comparer chacun de
ces nombres avec la somme des entiers consécutifs de 0 a 2
et la somme des entiers consécutifs de 0 a 3 respectivement.
En déduire une conjecture sur la forme explicite de §,,, n € N.

Pour tout n € N, on pose :
_n’(n+1)°
U=
a. Justifier que ugy = Sy.
b. Démontrerque:Vn €N, u,.; =u, + (n+1)3.
etjustifierque:Vn €N, S,,,; = S, + (n + 1)3.

Conclusion

Les suites (S,,) et (u,,) ont leurs premiers termes respectifs
égaux et elles obéissent a la méme relation de récurrence
donc elle sont égales, par conséquent :

autrement dit :

2 2
n“n+1
VneN,03+~--+n3=¥

Corrigé

n
VneN,Sn=zk3 03+ 134t 3

1.

k=0
Déterminer les valeurs de S, et S3 puis comparer chacun

de ces nombres avec la somme des entiers consécutifs de 1 a n.
¢S, =03+13+23=0+1+8=9
Or,0+1+2=3et32=9donc:S, = (0+1+2)%
eS;=03+134+23+33=0+1+8+27=36
Oor,0+1+2+3=6et6%=236,donc:S3 =(0+1+2+ 3)2
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En déduire une conjecture sur la forme explicite de S,,, n € N. DRI ¥ Deux suites imbriquées
_ nn+1) On considere les suites (a,) et (b,,) définies par leurs premiers termes

Rappelons que, pourtoutn € N, 0 + -+ n = donc on peut - )
2 respectifs ap = 1, by = 3 et pour tout entier naturel n :
conjecturer que, pour toutn € N :
2 (ln+1 = Ztln + bn et bn+1 = (ln + an
nn+1)
n = (—2 ) 1. Pour tout entier naturel n on pose : ¢, = b, — a,.
autrement dit que, pour toutn € N : a. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona :Cu;q1 = Cp.
n*(n + 1)* ) b. En déduire que, pour tout entier natureln,ona : b, = a, + 2.
n= 4 (conjecture) Justifier que pour tout entier naturel n,ona : a,,; = 3a, + 2.
Pour toutn € N, on pose : 3. Pour tout entier naturel n on pose : u,, = a,, + 1.
_n’(n+1)° a. Calculer u,.
no 4 b. Montrer que (u,,) est géométrique et préciser sa raison.
a. Justifier que uy = Sy. c. Exprimer u,, en fonction de n, en déduire a,, en fonction de n.
Onad’une part : uy = 0 et d’autre part S, = 03 = 0 donc uy = Sj. 4. Exprimer b,, en fonction de n.
b. Démontrer que, pourtoutn € N, ona: U1 = u, + (n + 1)3. 5. Démontrer que, pour tout n € N*, le nombre entier a,, + b,, est un multiple
Soitn € N,ona: de 12.
un+1 - un . s
Corrigé
2 2 2 2
_mt+1)(m+2)” nw(n+l ap=1,by=3,vneN, a,,; = 2a, +b, et b, = a, +2b,
4 4
m+ 12 +2)%2 —n?(n + 1)2 1. vneN,¢c,=b, —a,
= 4 a. Démontrerque:vn €N, c,.1 =c¢,
(n+ 1)?[(n+2)? —n?] Soitn € N,ona:
- 4 Cns1 = bpy1 — Qny1 = Ay + 2by — 2ay, + by)
_(m+1D*(n® +4n+4—-n?) =a, +2b, —2a, — b, =—a,+b,=b,—a, =c,
= 2 ‘
Onadonchien:VYneN, c = Cp.
_(n+ D%+ 1) nHl T
N 4 b. Endéduireque:vn €N, b, = a, + 2.
_4x(m+1)° Pour tout n € N, ¢,,1 = ¢, donc (c,) est une suite constante,
43 Soitn € N,ona:c, =cy,0rco=by—ay=3—1=2,doncc, =2,
=@+1) orc, = b, —ay,, donc: b, — a, = 2,autrementdit: b, = a, + 2.
On a:upy — U, = (n+ 1)3 autrement dit : U1 = U, + (n + 1)3. Onabien:Vn e N, b, = a,, + 2.
Justifierque: S,,1 = S, + (n + 1)3.
Sper =03+ +n3+ (n+1)3 2. Justifier que pour tout entier natureln: a,.; = 3a,, + 2.
n
or,03 4+ -4+n3=5,donc:S,41 =S, + (n+ 1)3. Soitn € N,ona:

Apy1 = 2a, + by, 0or:b, =a,+2donc: a1 =2a,+a, +2
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autrement dit: a,,.1 = 3a, + 2. Vérification

Onadoncbhien:vn € N,a,,; = 3a, + 2. NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL
APP SUR + POUR &

vneNu,=a,+1 Grophl Graph2 Graph3
TYPE: SUITE(n) SUITE(n+2) | i 3 4
a. Calculer ug. 1 5 ? 12
1=1+1=2 o S N A )
Uy = a = = 2. . 55 1
0 ot + u(n+1)B82u(n)+vin) H 161 163 324
uy =2 u(0)e1 5 4gs | 487 | 972
u(l)= 6 1457 | 1459 | 2916
. . . . ? 43?73 | 4375 | 8748
b. Montrer que (u,,) est géométrique et préciser sa raison. il \(/é);;é JBu(n)+2vin) g %gég 13123 %g%g;
. ) v 39367
Soitn €N, ona: v Cl)= 10 1180971 118099 236196
Uny1 = Anpr +1=3a,+2+1=3a, +3=3(a, +1) =3u, w(n+1)Bu(n+l)+vin+l) n=0

Onadonc:Vn € N,u,,; = 3 X u, et 3 est une contante
donc (u,,) est géométrique de raison 3.

c. Exprimer u, en fonction de n, en déduire a,, en fonction de n.
Soitn € N,ona:
Uy = Uy X q" (cours),oruy = 2etq =3 doncu, =2 x 3™
vneN,u, =2 x 3"
Or,u, =a, +1,donc: 2 x 3" = a, + 1, autrement dit :
a,=2x3"-1
Conclusion:vn e N,a, =2 x 3" —1.

Exprimer b,, en fonction de n.

Soitn € N.

Ona:b,=a,+2eta, =2x3"—1donc b, =2%x3"—1+2.
Conclusion:vn €N, b, =2 x 3"+ 1.

Démontrer que pour tout n € N*, I'entier a,, + b,, est un multiple de 12.
Soitn € N*,ona:
An+b, =2%X3"—-142%x3"4+1=2%x3"+2%x3"=4x3"
=4x3x3"1=12x3"1!
Orn € N* doncn > 1, par conséquent 3"~ 1 € N.
Il existe g € N tel que a,, + b, = 12 X g, a savoir ¢ = 31, donc le nombre
entier a, + b,, est un multiple de 12.
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ISR k] Deux suites imbriquées

On considere les suites (u,,) et (v,,) définies par leurs premiers
termes respectifs uy = 10, vy = 0 et pour tout entier naturel n :
4 1 1 4

Upi1 = Eun+§vn et v,41 = Eun+§vn

1. Pourtoutn € N,onpose:s, =u, + v,.
A Paide de la calculatrice, visualiser les cinq premiers termes
de (uy), (vn) et (spn).
En déduire une conjecture sur la nature de (s,,) puis démontrer
cette conjecture.

3
2. a. lustifier que, pourtoutn € N, u,,.; = = u, + 2.

3
b. Résoudre dans R I’équation x = E x+ 2.
Donner sa solution ¢ sous forme de fraction irréductible.
3. Pour tout entier naturel n on pose : w,, = u,, — c.

a. Calculer wy.
b. Montrer que (w,,) est géométrique et préciser sa raison.

c. Exprimer w,, en fonction de n, en déduire u,, en fonction de n.

4. Exprimer v, en fonction de n.

5. Etude plus précise de (u,)
a. Démontrer que (u,,) est strictement décroissante.

s

Démontrer que : Vn € N,u,, > 5.

o

naturel n, tel que : u,, — 5 < 0,000 001.

A Paide d’un programme Python déterminer le plus petit entier

Corrigé :

Uy =10,v9 =0 et Vn € N,un+1 =

5

4

1
U, +=-v, et v 1 =-U, + =V,

5 5 5

1. Pourtoutn € N, on pose : s,, = u, + v,. A l'aide de la calculatrice,

visualiser les dix premiers termes des suites (u,,) et (v,,).

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP '

Graphl Graph2 Graph3

TYPE: SUITE(n) SUITE(n+2)

nMin=0

u(0)e1o
u(l)=

v(D)B0
v(l)=
win+l)d=

B~u(n+1)B4/Sxu(n)+1/5*v(n)

B-vin+1)B81/S*u(n)+4/S*xv(n)

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |
APP SUR + POUR &Tb1
N U
9 190 0
1 8 2
2 6.8 3.2
3 6.08 3.92
4 5.648 | 4.352
5 5.3888 | 4.6112
6 5.2333 | 4.7667
7 5.14 4.86
8 5.08Y4 4.916
9 5.0504 | 4.9496
10 £.0302 | 4.9698
n=0

En déduire une conjecture sur la suite (s,,) puis la démontrer.

On constate que :
Ug + vy = 10,donc: sy = 10

u; +v;=8+2=10,donc:s; =10
U, +v,=68+3,2=10,donc:s, =10

et ainsi de suite.

On peut donc conjecturer que : « pourtoutn € N,s,, = 10 ».

Soitn € N,ona:
4

Sn+1 = Unpt+1 + Vpy1 = gun +

1 1 4
gvn+_un+_vn=un+vn=5n

5 5

vn €N, 5,41 — S, = 0 et 0 est une constante donc la suite (s;,) est

arithmétique de raison 0, donc c’est une suite constante.

On en déduitque : Vn € N, s, = 5.
Or,sg =ug+vy=10+ 0= 10,donconabien:vVn €N, s, = 10.

3
2. a. lustifier que, pourtoutn € N, u,,,; = = u, + 2.

Soitn € N, on a d’apres la question précédente : u,, + v, = 10,

autrement dit: v, = 10 — u,,.
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Or,

4 1
Un+1 =§un+§vn
donc:
4 1 4 1 1 3
Un+1 =§un+§(10—un) =g+ X 10— Cup = cun +2

On a donc bien:

3
vneNu, 1 = Eu" +2

3
Résoudre dans R I'équation x = E x+ 2.

Donner sa solution ¢ sous forme de fraction irréductible.

On a les équivalences :

= +2(:>5 3 —2(:>2 =2 x=
x—5x Sx Sx— Sx— x =

vl N o
g

=

I

()

X
N Ul

S x=5

L’équation de départ admet pour unique solution : 5, donc: ¢ = 5.

3. Pour tout entier naturel n on pose:w,, =u, —c=u, — 5.

a.

Calculer wy.
W0:u0_5:10_5:5

Montrer que (w,,) est géométrique et préciser sa raison.
Pourtoutn € N,ona:

3 3 3
Wn+1=un+1_5=§un+2_5=§un_ =§ un_§
5
3 5 3 3
=§<un—3x§)=§(un—5)=gwn

3 3
Pourtoutn € N,w, .4 = EW” et < est une constante donc (w;,,) est

. .3
géométrique de raison 5

4,

5.

C.

Exprimer w,, en fonction de n, en déduire u,, en fonction de n.

3

Soitn € N,ona:w, = wy X q" (cours),or:w0=5etq=g
3 n
donc:wn=5><(g) .

377.
VTlEN,Wn=5X<§)
311
Ona:w, =u, —5,donc:u, =w, +5,or Wn=5><(g) ,donc:
n

3
VneN,un=5><<§) +5

Exprimer v,, en fonction de n.

n
SoitneN,ona:un+vn=10,donc:vn=10—un,orun=5><(§) +5,

5

donc:

n n

et~ (52 Y +5) o=@ 551

Onadonc:

n

3
VnEN,Un=5—5X<§>

Etude plus précise de la suite (u,,)

a.

Démontrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.
Soitn € N,ona:
Upsp — Uy =5 X <_)

377.
’ +5_(5x(§) +5)

sx(3) 455 (3)n 5=5x> (3)n 5><(3)n><1
= —_ —_ X |—= — = X=X |—= — —

X(s) + 5 5% \5 5
~sx () E-1]-5x (@) x(-5)-—2x(3)
B 5/ 15 B 5 5/ 5

35

un+1__un=_2><<§)

31’1
Or,(g) >0et—2<0,donc:u,1 —u, <0.

n+1

vn € N,u, .1 —u, < 0donc (u,) est strictement décroissante.
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